A LEXIKOGRAFIKUS DONTES KAPCSOLATA
A HAGYOMANYOS DONTESI ELJARASOKKAL

DOMBI JOZSEF -VINCZE NANDOR

A dolgozatban a lexikografikus dontési eljarasra adunk egy 0j formalis kiszami-
tési modszert. Egy lexikografikus dontési fiiggvényt konstruédlunk meg, preferencia
fliggvény és unéaris operator segitségével. A konstrukcioval beilleszthetévé valik a
lexikografikus dontési eljaras a kiilonb6z6 outranking megkozelitések, illetve a uti-
lity alaptd dontési modellek kozé.

1. Bevezetés

A véges lexikografikus rendezés altalanos koncepciojanak alapja egy véges I =
{1,2,...,n} halmaz, és egy <;rendezési rel4cié and a nemiires X; halmazon minden
i € I-re. Jelolje X; elemeit x;;, ahol minden ¢ € I-re [ € {1,2,...,m}. Jelolje ~;a
=<;relaci6 szimmetrikus komlementerét, azaz barmely x;; ~; x; akkor és csak akkor
ha sem xj; <; xk; sem xy; <; xj; relacio nem teljesiil. Ekkor a; = (1, 2, ..., Tjn)
és ar = (Tx1, Th2, ..., Thn)-ra azt mondjuk, hogy ai lexikografikusan megel6zi a;-t
az I-n értelmezett természetes < rendezés mellett <;relaciokra vonatkozodan, vagy
jelolésben réviden: a; <L a; akkor és csak akkor ha

{i i€ és(vj =i Thivagy Tp <i Tji)}

halmaz nemiires, és x;; <; x; az els6(legkisebb) i-re ebben a halmazban. Pontosan
ezért nevezhetjiik a lexikografikus rendezést <'-t az elsé differencia alapjan vald
rendezésnek is.

A lexikografikus rendezésre egyik legismertebb példa az abc szerinti rendezés a sz6-
tarakban vagy lexikonokban. Legyen ekkor I = {1,2,...,n} ahol n a leghosszabb, a
szotarban leirt sz6 hossza. Legyen X; = A = {0,a,b,....2}, 0 <;a <; b <; ... <; 2
mellett minden i-re. Egy ajas...q;. sz6 ahol nyilvan » < n  az A" halmaz egy
(a1, 09, .y Qi B, ..., 0) eleme lesz. Ekkor <'az A™ azon részhalmazain amely a
"valodi” szavakat jelenti a szavak természetes abe-beli rendezését adja. Példaul,
az "as” megel6zi az "asz” szot, mivel (d,s,0,...,0) < (4,s,z,0,...,0) amiatt, hogy
a~1a, s~g9s, 0 <3k.

A tobbtényezds csoportos dontések elméletében a lexikografikus dontési eljaras az

attributumok vagy kritériumok egy hierarchiajan, vagy rendezett halmazan alapul.
A dontési alternativakat elGszor az els6, vagy legfontosabb kritérium szerint vizs-
galjuk. Ha tobb mint egy alternativa "legjobb” vagy "kielégit&” ezen a kritériumon
akkor osszehasonlitjuk ket a masodik kritérium alapjan, és igy tovabb. Az elsd
kiilonbség alapjan valé Osszehasonlitas elve azt mondja ki, hogy egy alternativa
“jobb” mint egy masik, akkor és csak akkor ha az els§ ”jobb” mint a mésodik a
legfontosabb kritériumon amelyen kiilonboznek. A bevezetSben emlitett koncepcio
szemantikus értelmezéseként legyen tehét a; és ay két alternativa és cq, co, ..., ¢, kii-
16nb6z6 kritériumok, x;; és xy; pedig jelentsék az a; és ay alternativik c; kritérium
szerinti hasznossagat (kiértékelését ). Ekkor a; és a alternativakat azonosithat-
juk a kiértékelés vektoraikkal, azaz mondhatjuk, hogy a; = (z;1,%j2,...,Zjn) €s
ar = (Ikl, Lk2yoeey xkn)



Ekkor <;a ¢; kritérium altal az alternativikon megvalositott rendezési relacio.
Zj; ~i Tp; akkor és csak akkor, ha a; és aj indifferensek c¢; kritérium szerint, és
x <y akkor és csak akkor, ha Tji~ T 1€ {1,2,..,1 =1} és xj; < T -

A lexikografikus dontési szabaly szavazasi rendszerekben is hasznalatos, és tobb
szavazasi modszer is hasznélja a szavazasi holtverseny elkeriilésére. A lexikografikus
dontési eljarasnak a szekvencialis kirostéalasi(szirési) eljaras egy maéasik altalanos,
gyakran hasznalt alkalmazésa. A jelolteket - vagy alternativakat - elGszor adott
kritériumok alapjan pl. teszt vagy interja alapjan sziirik meg, és osztalyozzak Sket
“elutasitott” illetve “egyéb” kategoéridkra. A c; kritérium szerinti rendezésben a; ~1
ar ha a; és ay, egyszerre esik az "elutasitott” illetve "egyéb” kategoridba, ha a; <1 ax
esetén a; ’elutasitott” vagy aj “egyéb”.

Az Vegyéb” kategoriaba es6 alternativakat tovabb sziirjik a méasodik kritérium
vagy teszt alapjan és djra két kategoridba soroljuk Sket. Az elsé kritérium szerint
“elutasitott” kategoriaba esd alternativak természetesen nem vizsgalhatok tovabb a
maésodik kritérium szerint. Ez az eljaras folytathaté addig mig az utolsd sziirén
tialjuto alternativakat meg nem talaltuk.

Az alternativak kiértékelésekor a kritériumok jellemezhetik Sket a valos szamok

folytonos numerikus értékeivel, vagy kategoridkkal, amit numerikus jellemzéssé kon-
vertalva diszkrét numerikus értékekelést kapunk.
A kategoridkkal valo jellemzés esetén a legtermészetesebb modon alkalmazhato a
dontésben a lexikografikus modszer, folytonos numerikus értékek esetén azonban a
nem kompenzatorikussig megvalosithatosaga miatt kérdéses, hogyan alkalmazhato
ebben az esetben a lexikografikus dontési mddszer.

Ebben dolgozatban ezt valositjuk meg egy lexikografikus dontési fliggvény meg-
konstrualasaval, amit Dombi eredményei alapjan egy altalanos preferenciafiiggvény
segitségével modelleziink, lehetGséget adva igy a lexikografikus modszernek a
PROMETHEE, ELECTRE és Utility modszerek kozé valo beillesztéséhez. Ez azért
fontos, mivel egy Osszetett tobbtényezss dontési probléma esetén nem biztos, hogy
egyetlen modszerrel lehet a problémét megoldani. A kiilénb6z6 kritérium csoportok
mas-més aggregalasi modszert kovetelhetnek meg. Ezért célszert lehet egy olyan
egységes formalizmus létrehozéasa, amiben az eljaras paramétereinek valtoztatasaval
a kiilonb6z6 dontéstamogaté modszerek megkaphatok. A preferenciafiiggvényt egy
stulyozas segitségével valositjuk meg. Itt a sulyokat tgy valasztottuk meg, hogy a
nem kompenzatérikussag miatt egy kritérium &ltal felallitott sorrendet fontosségi
sorrendben utana kovetkezd kritériumok nem valtoztathatnak meg egyiittesen sem.
Dolgozatunkban az alternativahalmazrol feltessziik, hogy nem létezik benne két le-
xikografikusan azonos elem. Vagyis ha tetszéleges A alternativahalmazon E jeloli
azt az ekvivalenciareliciot mely szerint a;Eay ha a; és aj, lexikografikusan azonos,
akkor alternativahalmaznak az A /E faktorhalmazt tekintjiik.

2. A lexikografikus dontési fiiggvény konstrukcioja

A lexikografikus dontési modszerrel kevés publikécio foglalkozik, numerikus
reprezentaciojara pedig alig taldlunk példat. Ezt indokolhatjék az erre vonatkozo
negativ eredmények, példaul a sik lexikografikus rendezésére vonatkozo (de tetszo-
leges n-dimenzios linearis térre is igaz):

Tétel: Nem létezik olyan folytonos f(x,y) valos fiiggvény, amelyre (z,y) <
(v,2) <= f(o.y) < f(v,2).

Bizonyitas: Legyen x,x1,2,y1,y2 olyan, hogy r1 < © < x3, és y1 < yo . Tegylik
fel, hogy van olyan f(x,y) fliggvény, amelyre

(z,y) <b (v,2) = f(z,y) < f(v,2).



A fentiekre ekkor igaz a kovetkezo:

(2, y2) <F (z2,1) <V (22,12) <= f(@,y2) <V f(22,51) <" fl22,92).

Mivel f(x,y) (22, y2) -ben is folytonos, igy legyen € tetszsleges olyan rogzitett pozitiv
értek, hogy € < f(x2,y2) — f(x2,y1). Ekkor van olyan §,hogy ha

(w2, y2) — (7, y2)| < § = f(z2,92) — f2,y2) <e.

Azonban legyen z tetszéleges, a definici6 szerinti, akkor

f(m27y2) - f(‘rvy2) > f(w%y?) - f(x27y1) >¢€

ami ellentmondés. igy ilyen folytonos fiiggvény nem létezik.

2.1. A preferenciafiiggvény és a modositéd fiiggvény

A bevezetésben bemutattuk a lexikografikus dontési elvet. Ebben a fejezetben
megkonstrualunk egy lexikografikus dontési fiiggvényt. A konstrukcidhoz altalanos
p(z,y) preferenciafiiggvényt és 7(x) modosito vagy mas néven vagofiiggvényt, vagy
kiiszobérték fliggvényt hasznalunk, melyek a kévetkezdk:

_ z—y+l
plz,y) = =5—
. 1
0 if vsas)
T(x)=1q 3 ?f ) T=3
1 if s<xz<1
Legyen A = {ay,az, -+ ,an} az alternativak halmaza, C = {c1,ca,- - , ¢} a krité-

riumok halmaza, fontossagi sorrend szerint. Jeldlje x;; az a; alternativa c; kritérium
szerinti kiértékelését (hasznossagat), és tegyiik fel hogy a kiértékelésértékei normal-
tak, azaz 0 < 2;; < 1. Egy dontési helyzetet ezutdn métrix alakban, a dontési
maétrixszal irhatunk fel,

‘ C1 Co v Cn
ay T11 T2 ... Tin
a2 T21 T22 v Tan
(¢27) Tmi Tm2 v Tmn

2.1.1. A preferenciafiiggvény tulajdonsagai

A bevezetSben emlitettek alapjan az alternativikat azonosithatjuk a kiértékelés
n-eseikkel azaz legyen a; = (241, Zi2, ..., Tin) €5 a; = (Tj1,Tj2, .., Tjn). Az (ai,a,)
alternativak cj kritérium szerinti kiértékelésének preferenciasorrendjét megkapjuk
ha a p(z,y) preferenciafiiggvényben az & = x5, y = x; helyettesitéseket elvégez-
ziik.



Ekkor

0 < p(@ik, k) < % ha i < xjp
. p(@ik, i) =% ha wip =y,
5 <p(@ik,zjk) <1 ha g > xj

2.1.2. A preferenciafiiggvény és a mddosito fliggvény kompoziciéja

1. Definicié: Minden (a;,a;) parra definialhatjuk a p*(a;,a;) kritériumonkénti
preferencia n-est a kovetkezé modon: p*(a;,a;) = (8?, egj, o, 6;3 = 7(p(zik, Tjk),
amelyekre teljesiil:

Zf Tik < Tjk

if  mg =Tk
if oz > Tk

T(P(ffik,l‘jk) =

—N= O

Mivel az alternativahalmazban nem létezik két lexikografikusan azonos elem, igy
minden (a;,a;) parra a; = (i1, Ti2, ..., Tin) a5 = (Tj1,252,...,%;j,) van olyan k;
és ko , hOgy Tig, < xjklés Tiky < Tiky-

2.2. A lexikografikus dontési eljaras A dolgozat legfontosabb eredményét az
alabbiakban foglalhatjuk 6ssze:

1. Tétel: Legyen A ={aj,as, - ,an} azalternativik halmaza, C = {c1,ca, -+ ,cn}
a kritériumok halmaza, a déntéshozo altal megadott fontossagi sorrend szerint. Je-
16lje z;; az a; alternativa c; kritérium szerinti kiértékelését (hasznossagat), és fel-
tessziik, hogy a kiértékelés értékei normaltak, azaz 0 < z;; < 1.

Azaz a dontési méatrix:

‘ C1 C2 ‘e Cp,
ay T11 T2 ...  Tin
a2 T21 T22 o Tan
(¢27) Tmi Tm2 e Tmn

A p(x,y) preferenciafiiggvény és 7(x) modositod vagy kiiszobérték fiiggyvény legyen
olyan, ahogyan azt 2.1. alatt megadtuk.
Ekkor 1éteznek olyan wy k = 1,2, ...n sulyok hogy az m elemt

=230 (1= 7(Chey wer(p(win, 1))

pozitiv valés szamhalmazra teljestil:
l; > 1; pontosan akkor a; >k aj.

A lexikografikus dontési fliggvény konstrukciéjahoz tehat a bevezetében emlitett - a
nem kompenzatérikussag elvét megtarto - silyozas megvalositasaval jutunk el. Ezt
a kovetkezdként valositjuk meg: Legyen a ¢; kritérium fontossagi silya:

_ 1 1
Wi =5+ g

Ellenérizhets, hogy teljesiil a

Zwk::l

k=1



feltételt. A lexikografikus dontési fliggvényt ekkor a kovetkezs fiiggvénykompozicio
valositja meg:

n - 0 if ay <k a;
T(kglwm(p(xm,xjk))) = { 1 if a>tba,

Ennek segitségével definialhaté valos szamok egy [0, 1] -re normalt sorozata:

=5 = 3 (1= (S0 o plos o)

i
melyre
l; > l; pontosan akkor a; >L aj.

Ezt a lexikografikus déntési sorrendet reperezentéld sorozatot olymédon konstru-
altuk meg, hogy egy adott a; alternativa esetén aggregaltuk az a; alternativa és
minden j =1,2,...,¢ — 1,74+ 1,...,n-re az a; alternativa kozotti preferenciat. Ezen
a gondolaton alapszik a PROMETHEE modszer globalis preferenciakonstrukcidja
is.

A konstrukcioé helyességének bizonyitasahoz elszor a stlyozas helyességét latjuk be.

1. Lemma: Legyen ezj = 7(p(@ik, z,x)).Ekkor igaz a kovetkezd két allitas:

. 1] 1 1 L 2 LI 2 1] 1] 11 _
(1) min Yowie) = 5+—5= ha a; >" aj s minimumat (7, ¢y, ..., €)) = (1,0,...,0)
J k=1
helyen veszi fel.
n ..
ij _1_ 1
(2) rrile;xkzlwkak T 27 man
helyen veszi fel.

if ai <* aj,és maximumat (7, €5, ... 9) = (0,1,...,1)

Az 1. lemma bizonyitéasa: S
(1) Haa; > a; és e = 7(p(wik, z;1)) akkor az (e7,e4, ..., e¥) preferencia n-esek

koziil a kovetkezs alakt tartalmaz minimaélis szama nem 0 elemet:

11 1
— =y =, 1,0, ... < .
(2v2a 190 ,0, )forO_k<n
—

k

Ekkor a silyozott Osszeg értéke:
S i 1 (k 1
ZUJkEk = 3 +(§ +1)W
k=1
ami nyilvanvaléan akkor lesz minimaélis, ha k = 0. Ekkor

ij _ij iy — h ij_ 1, 1
(e7,e8,...,e¥)=(1,0,...,0) és nlujn Ywre) = 5+ -
Jk=1
(2) Ha a; < a; akkor az (e} ,€5,...,£%) preferencia n-esek koziil a kovetkezs alaki

tartalmaz maximalis nem 0 elemet:

(

1
, 7...75,0,1,...71) ahol0 <k <n
—
k

N
N



Ekkor
Sune = ;= G+ Vi

Ez a kifejezés maximumat k = 0 esetben veszi fel. Ekkor

(e¥,ed,...,e)=(0,1,...,1) és rr%;;xZwkszj =
J k=1

Ezzel belattuk a lemma allitasat, igy a stlyozas helyességét bizonyitottuk.

A tétel bizonyitasa: Ekkor a stlyozott 6sszeg értékére igaz:

n ..

%< Swreyl <1 ha a; >" a;
k=1
n ..

0< Y weey <3 ha a; <l a,

k

1

Ekkor erre a silyozott Osszegre alkalmazva a 7 médosito fliggvényt, kapjuk, hogy

n o 0 if ay <t a;
r(Swrplenan) ={ | o0y

n
igy 7( > weT(p(xik, xj1))) a lexikografikus preferenciarendezést adja két alternativa
k=1

kéz'dtt._ﬂymc‘)don ezzel a konstrukciéval egy lexikografikus dontési fliggvényt adtunk
meg. Az ebben szerepld 7(x) kiiszobérték fiiggvény nem folytonos, igy a lexikogra-
fikus dontési fiiggvény sem az. A modosito fliggvény altalanos alakja Dombi(1995):

0 if 0<z<p
T—Pp1

Toipa (T) = paepr 0 P1 <z <p2
if pe<z<l1

Innen adédik, hogy ha p; és py hatarértékét vessziik, ahol mindkét paraméter ér-
téke %—hez tart akkor a lexikografikus dontési eljarast mint mas dontési eljarasok
hatéarértékét kapjuk meg. Véve

n

(> weT(p(Tik, Tjk)))
1=

M=

J
i

bl

Osszeget azon a; alternativak szamat adja meg melyeknél a; lexikografikusan na-
gyobb. Ekkor a kovetkezd atalakitas:

n
si=n— > T35y wkT(p(Tik, Tjk)))
=1
e
megadja hogy az a; hanyadik elem lesz az alternativik lexikografikus rendezésben.
[0,1]-re transzformélva ezeket az értékeket kapjuk

=% = %i (1 =7y wrT(p(@i, 1))

j=1
J#i

normélt értékeket, melyekre teljesiil, hogy l; > [; <= a; > a; azaz a kapott é rtéke-
ken a val6sakon értelmezett rendezés szerinti sorrend megegyezik az alternativakon

vett lexikografikus sorrenddel.
Igy a tétel allitasat belattuk.



3.A lexikografikus dontési fliggvény tulajdonsagai

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a lexikografikus dontési fliggvényt a legfonto-
sabb és a dontési fiiggvénytsl leggyakrabban megkivant tulajdonsagok a dontdség,a
neutralitds,a monotonitas,a gyenge és erGs Pareto optimalitas tulajdonsagok telje-
siilése szempontjabol.

Ahogyan fentebb irtuk, minden a;, a; alternativaparhoz hozza tudunk rendelni
egy kritériumonkénti preferenciakbol elallo preferencia n-est amelyet jel6ljon

ij _ (S i ij iy _
e = (e7,e9,...,ed), g = 7(p(wir, xjk)
és amelyekre teljesiil:
0 if zp< Tk
g 1 _
g = 5 if T =4
1 if g >z

igy Ezj € {O, %,1}. Legyen most E = {0, %, l}n ekkor ¥ € E .

Jellje ekkor F az (e¥,e5,...,e¥) s 7( 3 wpr(p(xik, tjx))) hozzarendelést.
k=1
T( > wiT(p(@ik, x;5))) fentebbi tulajdonsagai miatt a lexikografikus dontési fiigg-
k=1

vény felirhato ezzel a jel6léssel:

y 0 if a;<ta;

7Y — ? J

Fe) { 1 if a;>Lay

3.1. A lexikografikus dontési fiiggvény fontosabb tulajdonsagai

3.1.1.D6ntdSség:
Egy dontési fiiggvény F : E — {0 L 1} donté, ha

’ 92
Gyengén donts, ha {e¥ : F(e" =

)
Szigortan dont6, ha {7 : F(e¥ = 1
3.1.2. Neutralitas: Egy dontési fliggvény neutralis, ha

f(lf(—jij’l—gg’,_.?l—gif):1—f(€§j7512]7._.75%)

azaz ha kritériumonként komplementerére valtozik két alternativa kozott a prefe-
rencia, akkor a dontési fliggvény értéke (vagyis az aggregalt preferencia) is komple-
menterére valtozik.

3.1.3.Montonitas (pozitiv valaszadas)

Egy dontési fiiggvény monoton, ha e >L ekl akkor F(¢¥) > F(eh).



3.1.4. Gyenge Pareto optimalitas (az egybehangz6 vélemények érvénye-
siilése)

Egy dontési fiiggvény teljesiti a gyenge Pareto optimalitas tulajdonsagat, ha bar-
mely (a;,a;) alternativapérra teljesiil, hogy ha

kel =1 = F(ef)) = 1, vagy ha Vk &)/ =0 = F(e}) = 0.

3.1.5. Szigoru Pareto optimalitas
Egy dontési fliggvény teljesiti a szigora Pareto optimalitas tulajdonsagat, ha:

Vk: e e {1} and 3 : g =1 = F(e¥) =1
éshaVk: el =1 = F(eV) = 3.

2.Lemma: A lexikografikus dontési fliggvény teljesiti a kivetkez6 tulajdonsagokat:
1.szigort déntéség
2.neutralitas
3.monotonitas
4.gyenge Pareto optimalités
5.szigoru Pareto optimalités.
Bizonyitas:
1. Dontéség: Mivel feltettiik, hogy alternativaink Pareto optimalis halmazt al-
kotnak, igy minden a;, a; parra van olyan k egész, hogy

Tik # ik, 1gy {eV  F(e7 = 1)} =0,

ezért kapjuk, hogy lexikografikus dontési fiiggvény szigortan donts.

2. Neutralitas: A lexikografikus dontési fiiggvénynél ez azt jelenti, hogy ha kri-
tériumonként megfordul két alternativa kozott a preferenciairany, akkor az két
alternativa kozotti prefrencia is ellentettjére fordul. Ez pedig a lexikografikus don-
tés szabalyai miatt belathato hogy igaz. Vagyis a lexikografikus dontési fiiggvény
teljesiti a neutralitas feltételeit, ha &) = 7(p(zk, )i ))-ra:

(X ko Wfﬁ) =1-7(X oy we(l - 5;@]))
Mivel:
S w1 = ))) = i wk = My wee! = 1= Xy weef!
és 7(x) -re definicidja miatt teljesiil a
T(a)=1-71- )

fliggvényegyenlet,igy a lexikografikus dontési fiiggvény neutralis.

3. Monotonitas (pozitiv valaszadas)

Legyen ¥ az a; és aj, e* pedig az ay, és a; alternativakhoz rendelt kritériumonkénti
preferencidk n-ese.

Ha a; > a; akkor F(e¥) =1, igy F(¢) > F(e*) tetszoleges X! esetén.

Ha a; <F a; akkor F(¢) = 0. Ekkor

. 1 1
W= (= .. —=,0,..)ahol 0 <
€ (2, ,2,07 ) ahol 0 < k < m,

——
k

igy ha ¢ >L ¢* akkor €* olyan, hogy ha egy kritérium szerinti preferencia értéke
e”-ben % akkor ugyanezen kritérium szerint e¥-ben 0 van, vagy pedig



1 1
gkl:(g, cees 5,0, ...)ahol 0 < k < n.
———
k

Ekkor mindkét esetben F(F!) = 0, igy a monotonitas teljesiil.
4. Gyenge Pareto optimalitas
Mivel a modosité fiiggvényre definici6ja miatt teljesiil, hogy

(X p—y wi - 1) =73 wi) =7(1) =1,

igy a gyenge Pareto optimalitas feltétel méasodik fele teljesiil a lexikografikus dontési
fliggvényre, azaz

(Chawn3) =7 Tho ) =7(3) = 5,

azonban dolgozatunkban feltettiik, hogy az alternativak Pareto optimalisak,igy nem
lehet kozottiik két lexikografikusan azonos. emiatt igy a gyenge Pareto optimalitas
teljesiil.

5. Szigoru Pareto optimalitas A szigora Pareto otpimalitas feltétele teljesiil,

ha
Yk : 5? e{3.1} ¢s3l: 5?:1 = F(e¥) =1.

A feltétel mésodik felére ugyanaz igaz amit az el§bbi pontban megfogalmaztunk azaz

ha Vk : sffj = % akkor F(g¥) = % valoban teljesiil, ebben a dolgozatban viszont
Pareto optimalis alternativahalmazt tesziink fel igy Vk : ¢ = %nem fordulhat elé.
igy a lexikografikus dontési fliggvény szigortian Pareto optimaélis.

Igy a lemma allitasat bizonyitottuk.
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